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EExer
i
e 1Une fon
tion f de R
3 dans R est dite homogène de degré n si elle véri�e
∀(x, y, z) ∈ R

3 et ∀t ∈ R , f(tx, ty, tz) = tnf(x, y, z). (1)1) Montrer que la fon
tion g dé�nie par g(x, y, z) = z2 ln (x/y) est homogène. On pré
isera ledegré d'homogénéité n.2) Démontrer la relation d'Euler :
∀(x, y, z) ∈ R

3 , x
∂

∂x
f(x, y, z) + y

∂

∂y
f(x, y, z) + z

∂

∂z
f(x, y, z) = nf(x, y, z) .Pour 
ela, on pourra dériver partiellement Eq. (1) par rapport à t puis poser t = 1. On veillerapour 
e faire d'introduire toutes les fon
tions né
essaires et de pré
iser la ou les règle(s)de la 
haîne utilisée(s) a�n d'é
rire des relations non ambigües.

EExer
i
e 2On 
onsidère l'équation di�érentielle suivante L
d

dt
i(t) + R i(t) = f(t), où L et R sont deux
onstantes positives et f une fon
tion donnée, dite terme de sour
e. On donne également les
onditions initiales i(0) =

d

dt
i(0) = 0.1) Que représente physiquement 
ette équation di�érentielle ?2) On suppose dans 
ette question que f(t) = e−atH(t) où H est la fon
tion de Heaviside et aune 
onstante stri
tement positive. Que signi�e physiquement la présen
e de H dans le termede sour
e ? Résoudre l'équation di�érentielle en utilisant la transformée de Lapla
e.3) On 
onsidère de nouveau un terme de sour
e quel
onque f . On note F (p) et I(p) les trans-formées de Lapla
e respe
tives de f(t) et i(t). Comment s'é
rit I(p) en fon
tion de p, L, R et

F (p) ? Comment peut-on formellement é
rire i(t) sous forme d'un produit de 
onvolution ?Retrouver l'expression de i(t) obtenue à la question pré
édente en 
al
ulant expli
itement 
eproduit de 
onvolution dans le 
as où f(t) = e−atH(t).
EExer
i
e 3Soit Π la fon
tion dé�nie par Π(x) =

{

1 si − 1 ≤ x ≤ 1 ,
0 sinon .1) Cal
uler la transformée de Fourier de Π.2) Montrer que ∫

+∞

−∞

sin k

k
= π.3) En pré
isant le produit s
alaire et l'espa
e de Hilbert 
onsidérés, montrer qu'on a aussi

∫

+∞

−∞

sin2 k

k2
= π.
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